Министерство образования РС (Якутия)

Хангаласское управление образования

МБОУ «Покровская средняя общеобразовательная школа № 1 с УИОП»
Использование метода координат при решении стереометрических задач
Выполнил: 

Ученик 10а класса 

МБОУ ПСОШ № 1 с УИОП

Никифоров Сергей

Руководитель:

Иванова Саргылана Семеновна

учитель математики 

МБОУ «ПСОШ № 1 с УИОП»

Стаж работы:  15 лет

Категория:  высокая

Покровск - 2014
Содержание

Введение………………………………………………………………………………3
Теоретические сведения
1.1. Полезные замечания о методе координат……………………………………6
1.2. Общий алгоритм решения задач методом координат ………………………6
1.3. Примеры удобного задания системы координат…………………………….9
Способы решения следующих видов стереометрических задач методом координат
2.1. Нахождение угла между прямыми………………………………………………11
2.2. Нахождение угла между прямой и плоскостью………………………………...12
2.3. Нахождение угла между двумя плоскостями……………………………………14
Решение аналогичных заданий  ЕГЭ методом координат………………………30
Заключение…………………………………………………………………………….34
Список использованной литературы ………………………………………………36
ВВЕДЕНИЕ
К числу наиболее сложных задач в выпускных экзаменах в форме ЕГЭ по математике относятся стереометрические задачи группы С. Существуют два способа решения задач С-2 ЕГЭ по математике.

Первый способ - поэтапно-вычислительный. Этот способ  требует отличного знания аксиом и теорем стереометрии, логики, умения построить чертеж и свести объемную задачу к  планиметрической. Способ хорош тем, что развивает мышление и пространственное воображение. 
Другой метод - применение векторов и координат. Это простые формулы, алгоритмы и правила. Целью данной работы является показать способ решения стереометрических задач методом координат. Достаточно простой в применении, метод координат является необходимой составляющей решения задач различного уровня. Использование данного метода, позволяет значительно упростить и сократить процесс решения задач, что помогает при дальнейшем изучении стереометрических задач. Метод координат имеет преимущества перед другими тем, что не требует сложных построений в проекциях. По той простой причине, что этот метод заключается во введении (привязке к исследуемым фигурам) декартовой системы координат, а затем – исчислении образующихся векторов (их длин и углов между ними), то есть одно без другого не работает. Этот метод - довольно сильный, так как ему поддаются даже самые сложные  задачи. Все те соотношения, которые при решении традиционным методом даются с большим трудом (через привлечение большого количества вспомогательных теорем), здесь получаются как бы сами собой, в ходе вычислений. Единственный его, пожалуй, недостаток – это требуемый нередко большой объем вычислений. С помощью метода координат можно быстро и успешно решать стереометрические задачи из ЕГЭ в блоке С (задание С2).  
Актуальность 
Решение задач геометрического содержания традиционно вызывает у учащихся непреодолимые трудности. 
Объект исследования 

Решение стереометрических задач из ЕГЭ в блоке С (задание С2).

Предмет исследования

Способы решения следующих видов стереометрических задач методом координат

В рамках  данной работы рассмотрены типовые задачи ЕГЭ – С2, также их решение с помощью методом координат.
В своей работе я показал, как решаются стереометрические задачи, если на них взглянуть «по-иному», то есть рассмотреть задачу в трехмерной системе координат. Итак,
цель моей данной работы:

1. раскрыть содержание метода, рассказать основные формулы и теоремы,

2. показать применение метода при решении конкретных задач,

3. решить сложные стереометрические задачи с использованием метода.
Гипотеза
1. Через решение задач на нахождение расстояний и углов в пространстве двумя способами (геометрический и метод координат ) сделать вывод о преимуществе  метода координат для решения ряда задач этого блока.

2. Расширить представление о применении метода координат в решении стереометрических задач на построение сечения.

3. Применяя метод координат успешно решить стереометрические задачи из ЕГЭ в блоке С (задание С2).

ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ СВЕДЕНИЯ
Полезные замечания:
1. Любую задачу С2 можно решить методом координат.
2. Метод координат – не единственный метод решения задач С2
3. Метод координат универсален, потому что есть алгоритм решения для любого типа заданий С2.
4. Целесообразно задавать систему координат специальным способом для разных объектов.
5. Целесообразно изображать плоскость Оху и основание геометрического тела в ней отдельно.
Общий алгоритм для решения С2 методом координат

1. Ввести прямоугольную систему координат (выбор зависит от объекта).
2. Выписать координаты всех необходимых точек.
3. Вычислить координаты необходимых векторов.
4. Применить формулу, выполнить вычисления.
5. Записать ответ.
Примеры удобного задания системы координат.  
Определите координаты вершин многогранников: 
1. Единичный куб A...D1 

[image: image159.jpg]



Решение: координаты вершин А (0,0,0), А1(0,0,1), В(1,0,0), В1(1,0,1),

D( 0 ,1 ,0),  D1( 0,1,1), С(1,1,0), С1(1,1,1).

2. Правильная треугольная призма  A…C1 , все ребра, которой равны 1. 

[image: image2.jpg]



Решение: координаты вершин: А (0,0,0),А 1(0,0,1),В(1,0,0),В1(1,0,1),

С(0,5;[image: image4.png]


,0),С1(0,5;[image: image6.png]


,1). 

3. Правильная шестиугольная призма A...F1, все ребра которой равны 1. 
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Решение: координаты вершин: А (0,0,0),А 1(0,0,1),В(1,0,0),В1(1,0,1),

С(1,5;[image: image9.png]


,0),С1(1,5;[image: image11.png]


,1), D(1,[image: image13.png]V3,0),D,



(1,[image: image15.png]V3,1),
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, [image: image19.png]


(0,[image: image21.png]V3,1)



, F(-05, [image: image23.png]


 0),        [image: image25.png]


(-05, [image: image27.png]


1).

4. Правильная треугольная пирамида (тетраэдр) ABCD все ребра которой равны 1. [image: image28.jpg](S} ~— |l





Решение: координаты вершин: А(0,0,0), В(1,0,0), С(0,5;[image: image30.png]


,0), D(0,5,[image: image32.png]



5. Правильная четырехугольная пирамида  SABCD, все ребра которой равны 1. 

[image: image33.jpg]



Решение: координаты вершин: А0,0,0), В(1,0,0), С(1,1,0), D(0,1,0[image: image35.png]


S(0,5;0,5;[image: image37.png]


).

6. Правильная шестиугольная пирамида  SABCDEF, стороны основания которой равны 1, а боковые ребра равны 2. 

[image: image38.jpg]A=





СПОСОБЫ РЕШЕНИЯ СЛЕДУЮЩИХ ВИДОВ СТЕРЕОМЕТРИЧЕСКИХ ЗАДАЧ МЕТОДОМ КООРДИНАТ
Применение метода координат даёт нам возможность для решения следующих задач:

1. Нахождение угла между скрещивающимися прямыми

· Углом между скрещивающимися прямыми называется угол между двумя прямыми, параллельными им и проходящими через произвольную точку.
· 0˚<(a,α)<90˚.
Для нахождения угла φ между прямыми m и l, если векторы 
[image: image39.wmf]{
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 параллельны соотвественно этим прямым, используют формулу: 
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В частности, для того чтобы прямые m и l были перпендикулярны, необходимо и достаточно, чтобы 
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Пример 1. В прямоугольном параллелепипеде АВСD
[image: image45.wmf]1
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 стороны основания   АВ=5 и ВС=3, а высота АА1. Найдите угол между прямыми АС1  и В1 С. Найдите угол между прямыми АС1 и В1С. 
Решение 1 (поэтапно-вычислительный метод)
1) Пусть М – середина А1В1 (см рис. 1). Посмотрим плоскость MNPQ параллельную грани ВВ1С1С. Диагональ МР прямоугольника MNPQ пересекает диагональ параллелепипеда АС1 в точке О и МР || В1С. Следовательно, 
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- искомый угол. [image: image47.jpg]



2) По теореме Пифагора для прямоугольных треугольников MNP и МВ1С1 и получим 
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 соответственно. Тогда ОМ =
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как диагональ прямоугольного параллелепипеда. Тогда ОС1=
[image: image52.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image53.wmf]2
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. По теореме косинусов для треугольника ОМС1, получим 
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. Отсюда, 
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. Таким образом, 
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Ответ: 
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Решение 2 (метод координат)
1) Введем систему координат, как показано на рисунке 2, и найдем координаты нужных нам для решения точек: А(0;0;0) С1(5;3;4), В1(5;0;4), С(5;3;0). Координаты направляющих векторов интересующих нас прямых: 
[image: image59.wmf]1
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2) Тогда [image: image62.jpg][0 U4+0-0-+4-{—1) vV
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Ответ: 
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2. Нахождение угла между прямой и плоскостью
· Углом между плоскостью и не перпендикулярной ей прямой называется угол между этой прямой и её проекцией на данную плоскость.

· 0˚<(a,α)<90˚.
Угол между прямой l и плоскостью α можно вычислить по формуле 
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 или в координатах 
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 - направляющий векор прямой l;
Пример1. В правильной шестиугольной призме АВСDEFA1B1C1D1E1F1  сторона основания равна 1, а высота равна 6. Найдите угол между прямой F1B1 и плоскостью АF1C1
Решение 1 (поэтапно-вычислительный метод)
1) Построим BH 
[image: image68.wmf]^

F1C1 и В1К
[image: image69.wmf]^

ВН (см рис. 5.). 
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2) так как призма правильная, то В1Н – проекция ВН на плоскость А1В1С1. Следовательно, В1Н
[image: image71.wmf]^

F1C1 по теореме о трех перпендикулярах. Значит, F1C1
[image: image72.wmf]^

ВВ1Н по признаку перпендикулярности прямой и плоскости. Тогда F1C1
[image: image73.wmf]^

ВК, так как прямая, перпендикулярная плоскости, перпендикулярна любой прямой, лежащей в этой плоскости.
Итак, В1 К
[image: image74.wmf]^

 BH и В1К 
[image: image75.wmf]^

 F1C1. Следовательно, В1 К
[image: image76.wmf]^

АF1C1, значит α=
[image: image77.wmf]Ð

В1F1К – искомый угол.

3) Так как F1C1 – диаметр окружности, описанной вокруг правильного шестиугольника, то F1C1=2 А1В1=2. Тогда С1Н=
[image: image78.wmf]2
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, так как АВ C1 F1.- равнобедренная трапеция.
Используя теорему Пифагора для соответствующих треугольников, получим:

ВС1=
[image: image79.wmf]37
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В1Н=
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F1B1=
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В прямоугольном треугольнике ВВ1Н высота В1К=
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Ответ: 
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Решение 2 (метод координат)
1) Введем систему координат, как показано на рисунке 6.
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2) В этой системе координат найдем координаты нужных нам для решения точек: 
[image: image88.wmf](
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3) Найдем координаты двух неколлинеарных векторов, лежащих в плоскости АF1C1: 
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4) Обозначим через 
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-вектор нормали к плоскости АF1C1 координаты которого нам нужно найти. 
5) Получим систему уравнений:
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 EMBED Equation.3  [image: image92.wmf]á=ñ
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 Отсюда получим
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6) Найдем координаты направляющего вектора 
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Значит, 
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Ответ: 
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3.  Нахождение угла между двумя плоскостями

· Двугранный угол, образованный полуплоскостями измеряется величиной его линейного угла, получаемого при пересечении двугранного угла плоскостью, перпендикулярной его ребру.

· Величина двугранного угла принадлежит промежутку(0˚; 180˚)

· Величина угла между двумя пересекающимися плоскостями принадлежит промежутку (0˚; 90˚].

· Угол между двумя параллельными плоскостями считается равным 0˚. 

Угол между  двумя пересекающимися плоскостями можно вычислить как угол между нормалями к этим плоскостям  по формуле
[image: image100.wmf]2

1

2

1

)

,

(

n

n

n

n

сos

×

×

=

Ð

b

a

 или в координатной форме 
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, где 
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 - вектор нормали плоскости А1х+В1у+С1z+D1=0,   
[image: image103.wmf]}
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 - вектор нормали плоскости A2x+B2y+C2z+D2=0.

Пример 1. Сторона куба АВСD
[image: image104.wmf]1
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  равна 2. Найдите угол между плоскостью основания АВС и плоскостью А1ЕD, где точка Е – середина стороны ВВ1.                      
Решение 1 (поэтапно-вычислительный метод)
1) Построим сечение куба плоскостью А1ЕD (см. рис. 8).
 Очевидно, что отрезки А1D и А1Е являются сторонами сечения. Грани АА1D1D и ВВ1С1С параллельны, значит секущая плоскость пересекает их по параллельным прямым. Поэтому, проведя через точку Е прямую, параллельную прямой А1D, по[image: image105.jpg]


лучим точку F, принадлежащую сечению. Точки D и F лежат на одной грани, следовательно, А1ЕFD- искомое сечение, причем, так как ЕF||A1D||B1C и Е – середина ВВ1, то F – середина ВС по теореме Фалеса. 
Построим АН 
[image: image106.wmf]^

DF. Так как АН- проекция А1Н на плоскость основания АВС, то            А1Н 
[image: image107.wmf]^

DF по теореме о трех перпендикулярах. Следовательно, 
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2) Пусть 
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, то 
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Ответ: 
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Решение 2 (метод координат)

1) Введем систему координат, как показано на рисунке 9. 
[image: image115.jpg]&
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Определим координаты вектора нормали плоскости А1ЕD/ Координаты точек, однозначно определяющих эту плоскость: D(0;0;0), A1(2;0;2), E(2;2;1) координаты соответствующих векторов: 
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2) Искомый вектор нормали 
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перпендикулярен обоим найденным векторам. Отсюда получаем систему уравнений:
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Подставляя координаты векторов, получим:
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Пусть х=1. Тогда получим систему двух уравнений с двумя неизвестными: 
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Ее решения 
[image: image122.wmf]1
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. Таким образом, искомый вектор нормали имеет координаты 
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3) Для плоскости основания АВС координаты вектора нормали определяются из рисунка 
[image: image124.wmf])
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. Тогда искомый угол 
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между плоскостями можно найти следующим образом:
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Отсюда, 
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Ответ: 
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Пример 1. В прямоугольном параллелепипеде ABCDA1B1C1D1  AB=2, AD=4, AA1=3. Точка Е- середина ребра А1В1 . Найдите угол между прямыми ВС1 и АЕ

[image: image134.png]



Решение: Пусть точка В(0;0;0)-начало координат. Тогда  С1(0;4;0), А(3;0;0), Е(1,5;0;3). Найдем координаты векторов       [image: image135.png]


[image: image136.png]{0;4; 0]



    и   [image: image137.png]AE{-1,5;0;3)}



.

По формуле:  [image: image138.png]X%+ W +5%
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  находим 

[image: image139.png]cos£(BC1; AE)



[image: image140.png]


.
Пример 2. В прямоугольном параллелепипеде ABCDA1B1C1D1 рёбра АВ и АА1 равны 1, а ребро АD=2. Точка Е – середина ребра В1С1. Найдите угол между прямой ВЕ и плоскостью (АВ1С).
[image: image1.jpg]AX





Решение: Составим уравнение плоскости (АВ1С.): ах+bу+cz+d=0, где a, b и c – координаты нормали к плоскости. Чтобы составить это уравнение, необходимо определить координаты трёх точек, лежащих в данной плоскости: А(1; 0; 0), В1(0;0;1), С(0;2;0).

Решая систему
[image: image141.wmf]
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находим коэффициенты а, b и с уравнения ах+bу+cz+d=0: а= -d, b=
[image: image143.wmf]2

d

-

, c=-d. Таким образом, уравнение примет вид 
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 или, после упрощения, 2х+у+2z-2=0. Значит, нормаль n  к этой плоскости имеет координаты 
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}

2

;

1

;

2

n

.

Найдем координаты вектора  
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Найдем угол между вектором 
[image: image147.wmf]ВЕ

 и нормалью к плоскости по формуле скалярного произведения векторов:
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2

3

2

3

2

1

2

2

2

1

1

1

2

2

2

=

×

=

+

+

×

×

-

×

-

=

.

Ответ: 45˚

Пример 3. В единичном кубе АВСDA1В1С1D1 найдите угол между плоскостями АD1Е и D1FC, где точки Е и F-середины ребер А1В1 и В1С1 соответственно. 

[image: image150.emf]
Решение: Введем прямоугольную систему координат с началом в точке А(0;0;0). Далее находим координаты тех точек, которые необходимы для составления уравнений плоскостей: [image: image152.png]


(1;0;1), E(0;0,5;1), C(1;1;0),  F(0,5;1;1). Составим уравнение плоскости (A[image: image154.png]


E), используя уравнение А1х+В1у+С1z+D1=0. Подставим координаты всех трех точек в это уравнение и решим систему из трех уравнений: 
А∙0 + В∙0 + С∙0 +D =0; 

А∙1 + В∙0 + С∙1 +D =0;

А∙0 + В∙0,5 + С∙1 +D =0.

Получим, что А= - С, В= - 2С, D= 0. Таким образом, уравнение примет вид: х +2у – z =0.

Значит, А1=1, В1= 2, С1= -1

Составим уравнение плоскости (CF[image: image156.png]


), используя уравнение А2х+В2у+С2z+D1=0. Подставим координаты всех трех точек в это уравнение и решим систему из трех уравнений: 

А∙1 + В∙1 + С∙0 +D =0; 

А∙1 + В∙0 + С∙1 +D =0;

А∙0,5 + В∙1 + С∙1 +D =0.

Получим, что В = С, А = 2С, D = - 3С. Таким образом, уравнение примет вид: 

2х +у +z – 3 = 0.   Значит, А2= 2, В2 = 1, С2= 1. По формуле: 
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Значит, угол между плоскостями равен 60̊.  Ответ: 60̊.  
заключение

Достаточно простой в применении, метод координат является необходимой составляющей решения задач различного уровня. Метод координат имеет преимущества перед другими, что не требует сложных построений в проекциях. По той простой причине, что этот метод заключается во введении (привязке к исследуемым фигурам) декартовой системы координат, а затем – исчислении образующихся векторов (их длин и углов между ними), то есть одно без другого не работает. Этот метод - довольно мощный (то есть ему поддаются даже самые «непробиваемые» казалось, бы задачи). Все те соотношения, которые при решении традиционным методом даются с большим трудом (через привлечение большого количества вспомогательных теорем), здесь получаются как бы сами собой, в ходе вычислений. Единственный его, пожалуй, недостаток – это требуемый нередко большой объем вычислений.
В результате выполнения данной работы был рассмотрен метод координат в курсе школьной геометрии 10-11 класса. С помощью метода координат можно быстро и успешно решать стереометрические задачи из ЕГЭ в блоке С (задание С2).
В рамках данной работы рассмотрены типовые задачи ЕГЭ – С2, также их решение с помощью метода координат.
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