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Введение
Тема данного проекта пришла нам голову, когда на уроке геометрии учитель вела опрос по признакам равенства  треугольников  и одна из моих одноклассниц произнесла : …по высоте и стороне…». Я подумал, а если это правда? Какие еще можно рассмотреть условия, которые можно применять при решении задач? Я подошел к учителю и она мне предложила сделать проект и поучаствовать в конкурсе «Большие вызовы».
Как известно, что общепризнанных признаков равенства треугольников всего три. А вот при решении задач, мы используем часто сочетания условий, которые являются следствием признаков, безусловно, но сами по себе тоже имеют право на жизнь. 
Мы решили разобраться с этими задачи и заодно попробовать вывести свои признаки. То, что у нас получилось -  мы представляем в данном проекте.
В проекте мы рассмотрим попытки вывода признаков в виде решения конкретных задач и попытаемся сгруппировать эти задачи по группам.
Часть 1 Классические признаки равенства треугольников
Признак 1: Если две стороны и угол между ними одного треугольника соответственно равны двум сторонам и углу другого треугольника, то такие треугольники равны.
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Признак 2: Если сторона и два прилежащих к ней угла одного треугольника соответственно равны стороне и двум прилежащим к ней углам другого треугольника, то такие треугольники равны.
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Признак 3: Если три стороны одного треугольника соответственно равны трем сторонам другого треугольника, то такие треугольники равны.
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Все три признака легко доказываются методом построения.
Так же доказательства всех  трех признаков приводятся в рамках школьного курса геометрии 7 класса.
Часть 2 Признаки равенства треугольников (без применения равенства сторон и углов)
Сейчас вспомним еще несколько дополнительных  утверждений и определений, которые нам понадобиться.
Теорема 1: Из равенства фигур, следует равенство соответствующих элементов.
Определение 1: Соответственные углы образованы равными сторонами.
Определение 2: Соответственные стороны лежат между равными углами.
Утверждение 1: В равных треугольниках напротив равных углов лежат соответствующие равные стороны.
Утверждение 2: В равных треугольниках равны соответствующие медианы, биссектрисы и высоты.
        Пусть     Δ ABC =    Δ A1B1C1.  
а) Докажем равенство высот треугольников Δ ABC и  Δ A1B1C1.
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Рассмотрим Δ ABМ =   Δ A1B1М1.  Пусть ВМ и В1М1 высоты. Докажем, что они равны. ‹А=‹А1 (по условию), ‹АМВ=‹А1М1В1=900 (по условию). В треугольниках ‹АВМ=‹А1В1М1 (т.к. сумма углов треугольника равна 1800) и АВ=А1В1 (по условию). Следовательно,       Δ ABМ =    Δ A1B1М1 (по 2 признаку). А из равенства треугольников следует равенство соответствующих сторон ВМ и В1М1.
б) Докажем равенство биссектрис треугольников Δ ABC и  Δ A1B1C1.
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Рассмотрим Δ ABМ =    Δ A1B1М1.  Пусть ВМ и В1М1 биссектрисы. Докажем, что они равны. ‹А=‹А1 (по условию), ‹1=‹2=900 (по условию). В треугольниках ‹3=‹4 (т.к. сумма углов треугольника равна 1800) и АВ=А1В1 (по условию). Следовательно,       Δ ABМ =    Δ A1B1М1 (по 2 признаку). А из равенства треугольников следует равенство соответствующих сторон ВМ и В1М1.
в) Докажем равенство медиан треугольников Δ ABC и  Δ A1B1C1.
Рассмотрим Δ ABМ =    Δ A1B1М1.  [image: image6.png]


Пусть ВМ и В1М1 медианы.
 Докажем, что они равны. ‹А=‹А1 (по условию), АМ=МС=А1М1=М1С1 (по условию, так как медиана двух  равных сторон делит отрезки на четыре равные части), АВ=А1В1 (по условию). Следовательно,       Δ ABМ =    Δ A1B1М1 (по 1 признаку). А из равенства треугольников следует равенство соответствующих сторон ВМ и В1М1.
Аналогичным способ доказывается равенство высот, медиан и биссектрис проведенных их оставшихся двух вершин.  
Из этого утверждения можно сделать следующие выводы в стиле признаков равенства треугольников.
Признак 4: Если три высоты одного треугольника соответственно равны трем высотам другого треугольника, то такие треугольники равны.
Признак 5: Если три медианы одного треугольника соответственно равны трем медианам другого треугольника, то такие треугольники равны.
Признак 6: Если три биссектрисы одного треугольника соответственно равны трем биссектрисам другого треугольника, то такие треугольники равны.
В данном порядке утверждения легко доказываются методом наложения.
Часть 3  Признаки равенства треугольников (по стороне и дополнительному элементу - высоте, медиане или биссектрисе).
Теперь пришло время рассмотреть тот "признак", с которого начался весь этот проект, а именно:
Если  высота и сторона одного треугольника соответственно равны  высоте и стороне другого треугольника, то такие треугольники равны.
Попробуем доказать или опровергнуть данное утверждение. Тут сразу следует обратить внимание, что сторона, участвующая в признаке может:
а) исходить из одной вершины с высотой треугольника;
б) быть стороной, на которую опущена данная высота.
Разберем оба эти случая.
а)      первым рассмотрим вариант, когда высота и с̚торона исходят из одной вершины.
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В этом случае мы получаем два равных треугольника Δ ABО = Δ МКО1 (подходит любой признак равенства прямоугольных треугольников: по гипотенузе и катету, например). А вот про треугольники Δ ОВС =    Δ КРО1 нам ничего не известно, более того методом от противного, можно достроить исходные треугольники, как минимум двумя различными способами, то есть отодвигать точки С и Р можно различными способами, что приведет к тому, что треугольники АВС и МКР не будут равны.
Однако, справедливости ради отметим частный случай, когда АО=ОС одного треугольника, тогда можем получить равнобедренный или равносторонний  треугольники. 
Следовательно, делаем вывод, что признак не работает в общем смысле, но можно применять при решении равнобедренного или равностороннего треугольников.
Если заменить высоту на медиану или биссектрису, то не сложно догадаться о том, что результаты будут идентичными.
Общим выводом можно считать невозможность выделить данную группу и доказать признаки равенства треугольников и утверждения:
Если  высота и сторона одного треугольника соответственно равны  высоте и стороне другого треугольника, то такие треугольники равны; 
Если  медиана и сторона одного треугольника соответственно равны  медиане и стороне другого треугольника, то такие треугольники равны;
Если  бисектриса и сторона одного треугольника соответственно равны  биссектрисе и стороне другого треугольника, то такие треугольники равны
считать не верными.
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Примеры, подтверждающие выводы.
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Как видно из этого рисунка, существует хотя бы один треугольник, высоты и по одной стороне которых равны, но Δ ABC и  Δ A1B1C1 не равны. (Заметим при этом, что выделенные треугольники все получились равными).
Как видно из этого рисунка, существует хотя бы один треугольник, медианы и по одной стороне которых равны, но Δ ABC и  Δ A1B1C1 не равны.
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 В случае биссектрисы и стороны, нам сначала показалось, что признак работает, но доказать мы не смогли, а потом , когда стали рассматривать случаи, то нашли случай, когда биссектриса и сторона, к которой приведена данная сторона полностью опровергла наше предположение. Так как соблюдая угол и длину биссектрисы можно изменять наклон стороны, на которую она опущена и при этом получим разные треугольники.
Часть 4  Интересные частные случаи.
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Задача 1: Дан треугольник Δ ABC. Точки М, Р, К, которые являются серединами сторон АВ, ВС и СА соответственно являются вершинами треугольника Δ МРК. Доказать, что полученные треугольники равны между собой. 
Решение: Рассмотрим  все четыре треугольника. Они все равны по третьему признаку. Так как отрезок, соединяющий середины сторон является средней линией треугольника, параллелен третьей стороне и равен ей половине.
Более того, этот процесс можно продолжать до бесконечности, разделив каждый треугольник еще на 4 равных и т.п.

Задача 2: Задача 1: Дан треугольник Δ ABC – равнобедренный и прямоугольный. Точки М, Р, К, которые являются серединами сторон АВ, ВС и СА соответственно являются вершинами треугольника Δ МРК. Доказать: а) полученные треугольники так же будут прямоугольными и равнобедренными; б) они равны.
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Решение:    Рассмотрим  все четыре треугольника. Они все равны по третьему признаку. Так как отрезок, соединяющий середины сторон является средней линией треугольника, параллелен третьей стороне и равен ей половине. Четырехугольник АМРК – является квадратом, следовательно прямые углы сохраняются  и полученные треугольники – являются прямоугольными и равнобедренными (так как равны только две стороны). 

Более того, этот процесс можно продолжать до бесконечности, разделив каждый треугольник еще на 4 равных и т.п.

Выводы

1. Нам удалось вывести одну группу признаков, доказательство которых следует из метода наложения: при наложении одинаковых фигур совпадают не только соответствующие стороны и углы, но и соответствующие высоты, медианы и биссектрисы. Такие выводы очень удобно применять на практике, то есть при решении задач.

2. Попытка вывести признаки, которые были выдвинуты в результате оговорки нашей одноклассницы привела к тому, что было доказано невозможность существования такого признака.

3. Считаем данный опыт очень полезным для себя, так как умение приводить доказательства – это один из важнейших шагов на пути освоения геометрии.  

4. Работа над проектом была интересной и поучительной, мы узнали много нового и получили возможность сделать свое открытие. Хоть этого и не случилось, но зато мы приобрели опыт.
